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Resumen

En este trabajo se trata el problema de minimizacién
de un funcional objetivo sujeto a las ecuaciones difer-
enciales de un sistema no lineal. Se introduce el en-
foque de flujo gradiente como una herramienta para
calcular la entrada retroalimentada al sistema. Co-
mo resultado del enfoque propuesto, la entrada de
control es la solucién de una ecuacién diferencial
obtenida a partir del gradiente del funcional obje-
tivo. El célculo del gradiente involucra la solucién de
las ecuaciones de sensitividad de las variables de es-
tado respecto de la entrada de control. La efectividad
del enfoque propuesto se ilustra mediante un ejemplo
de simulacidn.

1. Introduccion

El problema de control éptimo de sistemas no lin-
eales ha sido ampliamente estudiado y existe una
gran cantidad de métodos que construyen politicas
de control en lazo abierto. Sin embargo, la mayoria
de estos métodos fallan en control de procesos reales
debido principalmente a perturbaciones desconoci-
das que afectan al sistema. Durante la tltima déca-
da, los esfuerzos de investigacién en control éptimo
de sistemas no lineales se ha dirigido a la obtencién
de leyes de control éptimo retroalimentadas.

Una de las primeras propuestas en ese sentido fue el
algoritmo de control predictivo por modelo, donde se
calcula la solucién de lazo abierto de un problema de
control éptimo de horizonte finito (pero menor al hor-
izonte original). La ley de control obtenida se aplica
al sistema hasta el siguiente periodo de muestreo, se
mide el estado siguiente y se repite el procedimien-
to. En sus inicios el enfoque de control predictivo
por modelo tuvo aplicaciones exitosas en los pro-
cesos quimicos y recientemente se ha estudiado su
justificacién teérica [8]. Sin embargo, la aplicacién a
sistemas con dindmica rapida estd limitada por la efi-
ciencia de los procedimientos computacionales entre
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muestras.

Otro enfoque, propone linealizar o pseudolinealizar
el sistema no lineal y obtener las soluciones aproxi-
madas de la ecuacién de Hamilton-Jacobi con lo que
finalmente se obtiene la ley de control éptimo aprox-
imada correspondiente [9]. En la referencia [1], se
propone una ley de control retroalimentada que estd
basada en la correccién de un control éptimo en lazo
abierto precalculado, mediante el uso de aproxima-
ciones lineales del sistema original generadas en el
instante de muestreo anterior.

Uno de los enfoques empleados convencionalmente
para la solucién de problemas de control éptimo
en lazo abierto es la parametrizacién del control.
En la referencia [10], se hace uso de esta técnica
para obtener fuera de linea leyes de control éptimo
retroalimentadas para problemas de control éptimo
con restricciones lineales y objetivo de desempeno
cuadratico. La extensién a problemas de control 6pti-
mo no lineal se presenta en la referencia [4], la cual se
realiza mediante aproximaciones sucesivas del prob-
lema no lineal al problema lineal-cuadrético.

En las referencias [5] y [3] se sigue el enfoque del flu-
jo gradiente [2], para obtener la ganancia de retroali-
mentacion estética del control de un sistema lineal al
tratar el problema de control éptimo descentralizado
y de asignacién robusta de polos respectivamente.

En este trabajo se propone emplear el enfoque del flu-
jo gradiente para obtener una ley de control retroali-
mentada optimizante. La ley de control obtenida me-
diante este enfoque es la solucién de una ecuacién
diferencial cuya solucién minimiza al funcional ob-
jetivo. Se demuestra la convergencia del flujo gra-
diente, al demostrar que el indice de desempeno es
decreciente a lo largo de las soluciones obtenidas con
la ley de control propuesta.

La Seccién 2 plantea el problema considerado. En la
Seccién 3 se presenta el método propuesto y se anal-
izan sus propiedades de convergencia. En la Seccién 4
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se presentan resultados de simulacién. En la Seccién
5 se presentan las conclusiones del trabajo.

2. Planteamiento del problema

Consideremos el problema de control 6ptimo no lin-
eal que consiste en minimizar -bajo la variable in-
dependiente u(t)- el indice de desempeno (1), su-
jeto a la ecuacién diferencial ordinaria (2). Donde
z(t) € R w(t) € R*™™™, f() : R"™™ — R"
es un campo vectorial continuamente diferenciable,
[(-) : R"™™ — R! es una funcién no negativa con-
tinuamente diferenciable.

ty

J:/l(x(t),u(t))dt (1)

d

72 @) =f(z(®),u(®); z(0) =20 (2)
Como el enfoque de flujo gradiente estd basado en
la utilizacién de las funciones de sensitividad de los
estados respecto de las variables independientes, es
necesario introducir la siguiente suposicién.

Suposicion 1. La matriz %ﬁ“(m es Hurwitz en la
vecindad de u* (t), z* (t). Donde u* (t), z* (t) son
los argumentos de [ () que minimizan el funcional
objetivo (1).

3. Ley de retroalimentacién

optimizante

Si consideramos que a lo largo de las soluciones de
(2) se minimiza la funcién I (x (t),u(t)), como esta
es no negativa, se minimizard también el funcional

(1)

El flujo gradiente de [ (z(t),u(t)), con respecto a
u(t) estd dado por (3).

Ol (z(t),u(t)) Oz (t)
oz (t) Ou (t)

Il (z(t),u(t))
Ou (t) ®)

Al, =

Se propone que la ley de control optimizante retroali-
mentada sea la salida de un integrador, cuya entrada
sea directamente proporcional al flujo gradiente neg-
ativo de la funcién [ (x (t),u (t)), de manera que la
entrada de control al sistema (2), estard dada por la
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solucién de la ecuacién diferencial (4), donde la ma-
triz definida positiva n € R™*™ es un parametro de
diseno. La condicién inicial u(0) = ug es también un
pardmetro de diseno.

—u(t) = —nAl 4
Sut) = —nAl, @)
es la solucién de la ecuacion difer-

encial lineal (5), con 554 =0
t=

Az (t)
Ou(t)

El término

Teorema 1 Bajo las consideraciones de la suposi-
cion 1, la funcion [ (z (t),u (t)) es no creciente a lo
largo de las trayectorias x (t) ,u (t) solucion de (2) y
(4) respectivamente, con

Lz (t),u(t) =1(z(0),u(0) - / Al (AL)T dt
0

Prueba. A lo largo de las trayectorias x (t) ,u (t) la
funcioén [ (x (), (t)) es no creciente ya que

W - (i -as) [

dt
= —Aln(AL)"

4. Control optimizante retroal-

imentado de un reactor con-
tinuo

Con el propésito de ilustrar la efectividad del método
propuesto, se presentan los resultados de simulacién
cuando este se aplica al problema de control 6pti-
mo de un reactor continuo de tanque agitado donde
se lleva a cabo una reaccién quimica irreversible de
primer orden. El control del reactor se realiza medi-
ante la manipulacién de la razén de flujo del fluido
de enfriamiento que circula a través de un serpen-
tin insertado en el reactor. Los balances de calor y
de masa para la reaccién A—B en tal reactor estdn
dados por (6) y (7) respectivamente, donde

ca :Concentracién del componente A que abandona
el reactor
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cao :Concentracién del componente A en el flujo de
alimentacién

TR :‘Temperatura de los reactantes que abandonan el
reactor

Ty :Temperatura de los reactantes en el flujo de ali-
mentacion

0 :Tiempo

V :Volumen del reactor

q :Razoén de flujo volumétrica de los flujos de salida
y de alimentacién

R :Término de la razén de reaccién

—AH :Calor de la reaccién

cp :Capacidad calorifica

p :Densidad

U* :Término de transferencia de calor correspondi-
ente al serpentin

dr.
Vchd—aR =qcpp(Ty — Tg) — VU* + (-AH)VR
(6

d
ca q(cao—ca)—VR (7

v g
En la referencia [6], se muestra que las ecuaciones (6)
y (7) pueden representarse en forma adimensional y
que mediante la eleccién conveniente del conjunto de
parametros involucrados pueden transformarse en las
ecuaciones (9), donde x; representa la desviacién adi-
mensional de la temperatura de estado estacionario
y a2 representa la desviacién adimensional de la con-
centracién de estado estacionario. Este problema ha
sido ampliamente estudiado en la literatura y medi-
ante soluciones de lazo abierto se reporta la existen-
cia de un minimo local J = 0,24425 y un minimo
global J = 0,133094 cuando las condiciones iniciales
del sistema son z1(0) = 0,09 y z(0) = 0,09, [7]. El
problema de control éptimo consiste en determinar
u(t) en el intervalo de tiempo 0 < ¢ < ¢; que min-
imice el indice de desempeno (8), sujeto a las ecua-
ciones diferenciales del sistema (9), donde el tiempo
final adimensional es t; = 0,78.

)
)

tf
J= / (27 + 23 + 0,1u®) dt (8)
0

21— — (a+u) (v1 + 0,25) + (22 + 0215) e<ml+2)

422 — 05— 20 — (22 +0,5) € i

9)

Siguiendo el enfoque propuesto en la seccién ante-
rior, la ley de control optimizante retroalimentada
estd dada por la solucién de la ecuacién diferencial

10). Donde los términos 221 v 222 gon |a solucién de
ou y ou
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Figura 1: Evolucién de los estados del sistema para
u(0) =156 y n =10

la ecuacién diferencial (5), particularizada para este
ejemplo.

du o1 Oxa
o e P 1
dt K <2x1 ou 22; ou 0, u> (10)

De los resultados de simulacién al aplicar la ley op-
timizante retroalimentada, se obtiene que el valor
de J presenta alta sensitividad respecto a la condi-
cién inicial de la ecuacién diferencial (10), como lo
muestra la tabla 1, donde se presentan los resulta-
dos obtenidos cuando u(0) toma diferentes valores,
n =10 y a = 2. Asi{ mismo, se observé que la sensi-
tividad de la solucién respecto al pardmetro de diseno
7 es relativamente baja cuando n > 5.

Tabla 1. Sensitividad de J respecto de u(0)

LOT 7 ]
[ 0.0 [ 0.3159 |
[ 0.4 [ 02851 |
[ 0.8 [ 0.2641 |
[ 1.2 [ 0.2515 |
[ 1.6 ] 0.2480 |
[ 2.0 ] 0.2532 |
[ 24 [ 02618 |

En las figuras 1 y 2 se presentan los resultados
obtenidos cuando u(0) = 1,56 y n = 10, con lo que
se obtiene que J = 0,2465.

Con el propésito de comparar el desempeno ante
perturbaciones de las soluciones obtenidas con las
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tiempo

Figura 2: Evolucién de la entrada al sistema para
u(0) = 1,56 y n = 10.

leyes de control en lazo abierto -mediante el prin-
cipio de méximo de Pontryagin- y en lazo cerrado
-mediante el enfoque propuesto en este trabajo-, se
introduce para 0,3 < ¢ < 0,35 una perturbacién en el
pardmetro a (asociado a la temperatura del flujo de
alimentacion al reactor), el cual tomo el valor de 1,9.
Los resultados obtenidos se presentan en la tabla 2.

Tabla 2. Resultados con perturbaciéon paramétrica
[ Método | Objetivo ||
[ lazo abierto (La.) [ 0.2442 |
[ lazo cerrado (Lc.) [ 0.2465 |
[ La. con perturbacién || 0.4257 |

[ Lc. con perturbacién [ 0.3541 ||

En las figuras 3 y 4, se presentan las variables de
estado y la entrada de control respectivamente cuan-
do el sistema es perturbado paramétricamente con
a=1.9.

5. Conclusiones

Se ha presentado un enfoque de flujo gradiente para
construir una ley de control retroalimentada opti-
mizante para el problema de control éptimo de sis-
temas no lineales. La convergencia del flujo gradiente
se asegura al demostrar que el indice de desempeno es
decreciente a lo largo de la trayectoria del flujo gradi-
ente. La solucién obtenida con el enfoque propuesto
presenta una alta sensitividad respecto a la condi-
cién inicial de la ecuacién diferencial (4), por lo que
la sintesis de este pardmetro de diseno serd objeto
de estudio posterior. La efectividad del método, asi
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0.6

Figura 3: Evolucién de los estados con perturbacion
paramétrica

tiempo

Figura 4: Evolucién de la entrada de control cuando
existe perturbacién paramétrica
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como sus caracteristicas de operacién se muestran
mediante un ejemplo de simulacién. Para este ca-
so concreto, se muestra la superioridad del enfoque
propuesto contra una ley de control éptima en lazo
abierto cuando se introducen al sistema perturba-
ciones paramétricas.
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